Definicdo 18.0.1 Uma EDO linear de ordem » tem forma

d d"! d
Pa(x) 2 Bt (1) T o+ P () S R(x)y = G() (18.1)

dx

Se G(x) # 0, a equagdo (18.1) chama-se ndo-homogénea. Se G(x) =0, a equagdo (18.1) chama-
se homogénea.
Suponha que P,(x) # 0 em intervalo 7, logo dividindo (18.1) por P,(x) temos:
dny dn—ly dy
) . dy — o(x). 18.2
T TP (X) g i () po(x)y = 8(x) (18.2)

ou L(y) = g(x). Dizemos que L(y) = 0 é equagdo homogénea associada a (18.2).

L(y):=

= Exemplo 18.1
senx-y" +x-y"+y - +x*-y=cosx.

No intervalo, I = (0,7), P;(x) = senx # 0, assim

X e* x?
I//+ yl/ yl+ y= Ctg.x.
senx senx senx
X e* x?
Neste caso: g(x) =ctgr, pa2(x) = ——. pi(x) = —— e po(x) = ——.
senx senx senx
Consideremos o problema do valor inicial (PVI):
Y 4 pucy (x)y"D 4 po(x)y = g(x),
y(x0) = yo.
/

¥ (xo0) = y1, (18.3)

y(n+1) (XO) = Yn-1-
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Teorema 18.0.1 — da Existéncia e unicidade. Se as fungdes po,. .., pn—1,g forem continuas
em intervalo [ e xo € I, PVI (18.3) tem tnica solucdo em /.

= Exemplo 18.2 Resolve

"_

y - y’
¥(0) =3,
V(0) = 1.

Solugdo. Temos que y” +y = 0 é homogénea com p; =0 e pp = 1. Observe que

Y1 = senx,
Y2 = COSX.

sdo as solugdes particulares e y = ¢ senx + ¢ cosx € solugéo geral (vamos justificar isso na préxima
aula). Temos que y' = ¢jcosx — ¢psenx, portanto y(0) = ¢ = 3 e y'(0) = ¢; = 1. Resumindo
obtemos a solu¢io do PVI

y = senx + 3cosx.

Sejam y; e y; solucdes de (18.2), logo pela linearidade
L(y1—y2) =L(y1) = L(y2) = g(x) —g(x) =0,

entdo y, = y; — y» é solu¢do da equagio homogénea L(y) = 0. Como y; = y;, + y», toda solugdo de
(18.2) tem forma
Y=YntYp,

onde L(y;) =0, e y,, é solugio particular da equacdo nao-homogénea L(y,) = g(x).

A equacdo homogénea.

Teorema 18.1.1 Sejam yy, ...y, solu¢des da equagdo L(y) = O:
Y 4+ pact RV 4+ po(x)y = 0,

em intervalo /. Assim
ciyr1+ -+ cuyns

com cy,...,c; € R também € a solugdo.

Obs ) Solucdes de L(y) = 0 formam um espago vetorial, e portando existe uma base nesse
espago!
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Definicdo 18.1.1 1) yy,...y, s@o linearmente independentes (LI) em / se e somente se
Ay (x) 4+ Aya(x) =0, Vxel

implicaque A; =--- =4, =0.
2) O conjunto de solugdes {y1,...y,} LI da L(y) = 0 € dito fundamental.

Teorema 18.1.2 Seja {yi,...,y»} um conjunto fundamental de L(y) =0 em [ e p;(x), i =
1,...,n— 1, continuas em /. Entdo, se y for solu¢do de L(y), existem os constantes ci,...c, € R
tais que

y(x) = Clyl(x) + - +Cn}’n(x)a

ou seja {yi,...,ys} € a base no espago das solugdes da equagdo L(y) = 0.

Corolario 18.1.3 Toda solucdo de L(y) = g(x) tem forma

y=cyi+.--cnynt¥p

onde {y1,...,y,} é conjunto fundamental de L(y) = 0 e y,, € solucdo particular de L(y) = g(x).

= Exemplo 18.3 Resolve PVI
Y4y =133 = g(x),
¥(0) =1,
Y (0) =0.

Solucdo. Solugdo geral tem forma

y=ciyi1+cy2+yp

Temos que y, = 3. De fato, y’p’ = 9¢3*, assim 9¢** 4 4¢3 = 13¢3*. Procuremos o sistema funda-
mental,

yll+4y:0:>y":_4y

{ y1 = sen2x,
=
Y2 = COS 2x.

=y, = c1sen2x 4 cp cos2x.

Assimy =y, +y, = c1sen2x + ¢, cos 2x + ¢ ¢ a solugdo geral.
Como y(0) = ¢+ 1 =1, temos ¢, = 0. Por outro lado, y' = 2¢j cos2x — 2¢p sen2x + 3¢ e

¥ (0) =2¢;+3=0, assim¢; = —5 Resumindo,

3
y=-3 sen2x + >

é solugdo do PVI. 3-)
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Como testar independéncia linear das solugdes {y,...y,}?
Pela Defini¢do 2, {yi,...y,} sdo LI se e somente se

A1 (x) + -+ Auya(x) =0,
My (x) 4 4 Ay, (x) =0
A"V @)+ () =0,

em I implica que A; = --- = A, = 0. Seja x = xg, logo obtemos um sistema

A'lyl (-xO) +o ;Lnyn (x()) =

0,
My (x0) + -+ + Anyy(x0) =0,

2y (o) + -+ Ay () = 0.

Temos o sistema homogénea das equagdes lineares das incgnitas Aj,...A,. Assim, se

yilxo) oo yu(x0)
W (y1,52,---»yn)(x0) = det : : : # 0.
U)o V()
obtemos A} = - = A, = 0. O determinante W (yy,...y,) chama-se Wronskiano.

Obs ) Sejam y1, ...y, solugdes de L(y) = 0. Se W (y1,...,yn) # 0 para algum xo € I, assim
Y1,--.yn s30 LI e portanto formam conjunto fundamental para L(y) = 0.

= Exemplo 18.4 Verifique se as fungdes f; = x, f> = xlnx, f3 = x> forem LL

Solucdo. Temos que

x  xlnx A2

W(fi,f2f3) =det {1 Inx+1 2x| =2xInx+2x+x— (2xInx+2x) =x#0
o 1 2
X

para x # 0, portanto f, f, f3 sdo LI )

Teorema 18.1.4 — de Liouville. Sejam {yi,...y,} solu¢des da equagdo
Y 4 pact ()Y 4 po(x)y = 0,

assim
W(yi,.-¥n) :K-exp(—/pn_ldx).
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| |

Corolario 18.1.5 Se K # 0, assim W # 0 para todo x € I.
Veja aplicac@o importante do Teorema de Liouville:

m Exemplo 18.5 Ache todas as solugdes de

2%y + (2x —4x?)y + (3x* —2x—2)y = 0,
para x > 0, sabendo que y; = xe* é uma das solugdes.
Solugdo. Temos que n = 2. Como x > 0, podemos dividir a equagio por x*:

y o 1—2x , 3x2—2x—2
Yy 4+ Y+ 5
X 2x

Seja {y1,y2} = {xe*,y2} conjunto fundamental da equagdo. Assim

y=0.

xe* . .
W) et 232 [ L) et e

De outro lado, pelo Teorema de Liouville

W(y1,y2)(x) :K-exp(—/pldx) :K-exp(—/(l/x—Z)dx) =K-exp(—Inx+2x+cy) :Kl-%-eb‘.

Assim
02X
x-e"yh —e"(1+x)y2 = Kj—.
X
Portanto,
1+x e
Yo — =K
X X

€ equagdo linear de 1a ordem, logo

v2(0) =exp(= [ pa)(C+ [gwexp( [ plx)avs).

Temos |
/pdx: /(—— —1)dx=—Inx—x+ Gy,
X
entao c
d — —Inx—x+C, — _3’
-
€ - . o X C C
/gexp(/pdx)dx: /6—2-—3dx: — 202 4 Cs
. . J x= xe* .
Resumindo temos ;- c .
Xi 4 ~
=—(C—=—=+GC5) =xe(C+ —=).
y2 s ( 2,2 + 5) xe ( +x2>

~ e* . .
Para C = 0 obtemos y, = — e {y;,y2} é sistema fundamental. Assim,
X

X

y(x) = Clxex+Cze;

¢ solucdo geral da equacio inicial, C;,C; € R. 3-)



